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1 ZielsetzungIn der vorliegenden Arbeit wird ein experimenteller Aufbau entwikelt, mit demChladni�guren erzeugt werden können. Ziel ist dabei ein relativ kleiner Aufbau,der sih auh zu Präsentationszweken einsetzen lässt. Dabei soll die Handhabungdes Experimentes möglihst einfah sein. Gleihzeitig soll das Experiment relativeinfah nahzubauen sein.Nah einem kurzen historishen Überblik über die Chladnishen Klang�gurenwerden untershiedlihe Ansätze geprüft und diskutiert. Der geeignetste Aufbauwird daraufhin entsprehend den Anforderungen entwikelt und realisiert.Die für die Plattenshwingungen relevanten theoretishen Grundlagen werden imFolgenden zusammenfassend dargestellt. Mit den Grundlagen ist die Berehnungder Plattenshwingungen für die vorliegenden Randbedingungen möglih.Da das Experiment auh quantitative Aussagen über die Klang�guren mahensoll, werden die Figuren und die dazugehörigen Frequenzen vermessen. Die Ergeb-nisse werden mit den aus der Theorie der Plattenshwingungen ermittelten Wertenverglihen. Damit wird die quantitative Aussagekraft des Experimentes ermittelt.Abshlieÿend befasst sih die Arbeit mit den Anwendungen der Plattenshwin-gungen. Exemplarish wird dabei die Anwendung für Musikinstrumente näher be-trahtet.
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2 Historishe Vorbemerkungen

Abbildung 2.1: Ernst Florens Friedrih Chladni, Quelle: Wikipedia.de (3.5.07)Im Jahre 1787 verö�entlihte der Philosoph und Jurist Ernst Florens Fried-rih Chladni aus Wittenberg eine Arbeit mit dem Titel �Entdekungen über dieTheorie des Klanges�. Zum ersten Mal werden hierin Untersuhungen an shwin-genden Platten beshrieben.Er beobahtete, dass eine Glas- oder Metallplatte untershiedlihe Töne erzeugt,wenn man sie an vershiedenen Stellen anshlägt oder auh festhält. Dieses Phä-nomen wollte er näher untersuhen. Sein Vorgehen systematisierte er durh An-streihen einer an einem Zapfen eingespannten Platte mit einem Violinenbogen.Er beobahtete, dass sih auf die Platte gestreuter Sand in de�nierte Linien ord-nete, abhängig von der Fixierung der Platte sowie der Frequenz und dem Ort derAnregung. 2



2 Historishe VorbemerkungenAls Privatgelehrter wurde seine Entdekung bald zu seiner wihtigsten Einnah-mequelle. Sein Geld verdiente der Sohn eines anerkannten Juristen nah dem Todseines Vaters mit Gastvorlesungen. Die vielfältigen Muster, die er durh unter-shiedlihe Haltung seiner Platten und gezieltes Anstreihen mit dem Bogen er-zeugen konnte, faszinierte sein teilweise sehr prominentes Publikum. Durh seineReisen wurden die Chladnishen Klang�guren weltbekannt.In seinem wihtigsten Werk, der �Akustik�, fügte er die bis dahin bestehendenErkenntnisse zur Akustik zusammen und ergänzte sie durh weitreihende eigeneUntersuhungen, welhe sih neben den shwingenden Platten noh auf weitere Be-reihe der Akustik bezogen[1℄. Vor allem diesem grundlegenden und umfangreihenWerk verdankt er heute seine Anerkennung als �Vater der Akustik�.Bereits 16 Jahre vor seinem Tode - er starb 1827 - wurde von der Pariser Akade-mie ein Preis von 3000 Fran auf eine zufriedenstellende mathematishe Erklärungdes Phänomens ausgesetzt. Nahdem sih die 1788 von Jakob Bernoulli auf-gestellten Berehnungen als falsh erwiesen war es Sophie Germain, welhe diePlattenshwingungen von Rehtekplatten beshrieb. Auh wenn die Theorie vonLagrange ergänzt werden musste, erhielt Germain 1815 den ausgeshriebenenPreis.Auf der Basis von zwei Grundlösungen von Navier entwikelte Poisson 1929die vollständige Theorie für Kreisplatten. Daraufhin gelang es G. R. Kirhhoff1850 eine allgemeine Di�erentialgleihung vierter Ordnung mit zwei Randbedin-gungen aufzustellen, welhe die Plattenshwingungen allgemein beshreibt. AmPlattenrand vershwinden dabei die zweite und die dritte Ordnung der Di�erenti-algleihung. Auh wenn es Kirhhoff gelang die Gleihung für Kreisplatten zulösen, konnte erstW. Ritz 1908 eine allgemeine Näherungslösung für quadratishePlatten liefern. E. Goldmann und B. Pavlik entwikelten 1937 eine allgemeineLösung für Rehtekplatten. [5℄[4℄Bis zum heutigen Tag ist es niht möglih gewesen, eine allgemeine Lösung fürkrummlinig berandete Platten zu �nden.
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3 Entwiklung und Aufbau desExperimentes
3.1 Anregung von PlattenChladni strih seine Platten mit einem Geigenbogen an. An dem Punkt, wo erdie Platte anstrih, konnte sih demnah kein Shwingungsknoten be�nden. Idea-lerweise wäre hier ein Shwingungsbauh. Darüber hinaus hielt er die Platte angezielten Punkten zwishen zwei Fingern und gab somit einen Knotenpunkt vor.Anhand dieser Randbedingungen bildete sih auf der Platte eine stehende Wellemit einer bestimmten Frequenz, die durh das Anstreihen hervorgerufen wurde.Die tatsählihe Frequenz war dabei für ihn von geringerem Interesse als das Mus-ter der Knotenlinien.3.1.1 Akustishe AnregungBei einem Groÿteil der heute durhgeführten Experimente zu Chladnishen Klang-�guren �ndet sih ein anderer Aufbau. Inzwishen werden untershiedlih einge-spannte Platten in der Regel durh einen Lautspreher, also akustish, angeregt.Die longitudinale Drukwelle vorgegebener Frequenz verformt dabei die Platte.Diese Verformung breitet sih wellenförmig auf der Platte aus und wird an ihrenRändern re�ektiert. Dies führt zur Shwingung der gesamten Platte. Wird eine Ei-genfrequenz der Platte getro�en, erhöht sih die Amplitude der Eigenshwingungsolange bis die innere Eigendämpfung des Plattenmaterials, bedingt durh inelas-tishe Verformung, ebenso stark ist wie die Energiezufuhr durh den Shalldruk.4



3 Entwiklung und Aufbau des ExperimentesDie üblihe Verstärker- und Lautspreherleistung liegt bei dieser Anordnung et-wa bei 15W (Sinus)[5℄. Der einfahe Aufbau und die allgemeine Verfügbarkeit derMaterialien mahen dieses Verfahren zu der am häu�gsten angewendeten Methode.Vor allem die starke Lärmentwiklung, insbesondere bei etwas höheren Frequen-zen, ist bei diesem Aufbau jedoh störend. Des Weiteren ist es niht möglih miteinem Lautspreher eine annähernd punktförmige Anregung zu realisieren. Da beisehr hohen Frequenzen die Knotenlinien eng beieinander liegen, ist eine akustisheAnregung im hohfrequenten Bereih niht mehr möglih.3.1.2 Mehanishe AnregungEine alternative Anregungsmethode ist die direkte mehanishe Anregung. Dabeiwird die Platte fest auf einen oszillierenden Stab geshraubt. Dies ermögliht einesehr gute Kopplung von Oszillator und Platte und damit eine geringe Anregungs-leistung. Da die Anregung nahezu punktförmig erfolgt, sind reht hohe Anregungs-frequenzen möglih. Aufgrund dessen wird gerade bei neueren Aufbauten häu�gdieses Verfahren angewandt. Als Kit ist es bereits kommerziell erhältlih (z.B. vonPASCO).Nahteilig ist die fest vorde�nierte Einspannung in der Plattenmitte. Dadurhsind nur die Resonanzen möglih, die hier einen Shwingungsbauh haben.3.1.3 Magnetishe Anregung
Abbildung 3.1: Normale Magnetishe AnregungWird eine magnetisierbare Platte, zum Beispiel aus Stahl, verwendet, so kanndiese durh einen Elektromagneten angeregt werden. Bei einem Wehselstrom va-5



3 Entwiklung und Aufbau des Experimentes
Abbildung 3.2: Kraft auf die Platteriiert die Feldstärke dabei sinusförmig. Da die Kraft auf die magnetishe Plat-te jedoh lediglih vom Betrag des Feldes abhängt und niht von der Rihtung,wird die Platte mit dem Betrag des Sinus angeregt. Dieses Problem ist durh eineVormagnetisierung des Spulenkerns zu beheben. Dabei muss der Spulenkern min-destens so stark vormagnetisiert sein wie das maximale Wehselfeld, so dass dasresultierende Feld immer die gleihe Rihtung hat. Dies kann durh das Anhefteneines Permanentmagneten an den Spulenkern des Elektromagneten geshehen.

Abbildung 3.3: Magnetishe Anregung bei optimaler VormagnetisierungDa das äuÿere Spulenfeld inhomogen ist und mit zunehmender Entfernung vomKern stark abnimmt, sollte der Spalt zwishen Platte und Spulenkern möglihstklein sein. Als Folge der Vormagnetisierung wird die Platte immer angezogen,lediglih mit wehselnder Kraft. Dadurh heftet sih die Platte bei zu geringemAbstand magnetish an den Spulenkern. Es ist dadurh sehr shwierig den rihtigenAbstand einzustellen.Reduzieren läÿt sih dieses Problem, indem ein Stük Filz als Abstandhalter aufden Spulenkern geklebt wird. Dieser dämpft bei geringem Kontakt die Platte kaumund sorgt dafür, dass die Platte sih niht an den Kern anheftet.6



3 Entwiklung und Aufbau des Experimentes3.1.4 WirbelstromanregungAnstelle der magnetishen Anregung ist für nihtmagnetisierbare, leitende Platteneine Wirbelstromanregung möglih. Hierbei wird eine Spule unter der anzuregen-den Platte positioniert. Wird die Spule von einem Wehselstrom durh�ossen, soinduziert das magnetishe Wehselfeld einen Wirbelstrom in der Platte. Dies in-duziert seinerseits ein entgegengerihtetes Magnetfeld, wodurh eine Kraft auf diePlatte ausgeübt wird.Die alleinige Anregung durh den Wirbelstrom ist sehr gering. Eine Verstärkungkann durh eine nahezu beliebige Vormagnetisierung des Spulenkerns erreiht wer-den. Folglih steht das durh den Wirbelstrom induzierte shwahe Magnetfeldeinem starken konstanten Magnetfeld gegenüber, was zu einer deutlih särkerenKraft führt (3.4). Je stärker der Spulenkern vormagnetisiert ist desto stärker istalso die Anregung bei gleihem Spulenstrom. Die Grenze markiert die magnetisheSättigung des Spulenkerns.

Abbildung 3.4: shematishe Darstellung der WirbelstromanregungDie Kraft, die auf die Platte wirkt, ist niht exakt sinusförmig. Bei der Plat-tenauslenkung zur Spule hin ist sie, durh das inhomogene Magnetfeld der Spule,etwas gröÿer als bei der Auslenkung von der Spule weg. Sollte man eine Fou-rieranalyse einer solhen Anregung durhführen würde man erkennen, dass ne-7



3 Entwiklung und Aufbau des Experimentesben der Hauptfrequenz noh Nebenfrequenzen bei der Anregung auftreten. DieserE�ekt hat aber im Experiment keinen störenden Ein�uss. Da die Plattenshwin-gungen eine sehr geringe Amplitude haben, kann o�enbar das Feld als annäherndhomogen angenommen werden.Einziger Nahteil der Wirbelstromanregung ist die Beshränkung auf leitendePlatten. Durhsihtige Glasplatten, die auf einem Overheadprojektor zu Demons-trationszweken eingesetzt werden könnten, lassen sih somit niht anregen.Sowohl die magnetishe als auh die Wirbelstromanregung erlauben einen klein-�ähigen Anregungsbereih an jeder beliebigen Stelle der Platte. Die Platte läÿtsih also auh mit hohen Frequenzen anregen. Im Experiment zeigt sih, dass beihöheren Frequenzen lediglih eine höhere Anregungsleistung notwendig ist.Die Aufhängung der Platte ist bei magnetisher und Wirbelstromanregung freiwählbar.3.1.5 Umsetzung im ExperimentAufgrund der oben genannten Vorteile der Wirbelstromanregung wurde diese fürden experimentellen Aufbau gewählt. Da die magnetishe Anregung aber nahezuidentish funktioniert, könnte der Aufbau auh zur magnetishen Anregung ver-wendet werden. Lediglih der Magnet zur Vormagnetisierung müsste durh einendeutlih shwäheren ersetzt werden.Auswahl der SpuleDie optimale Spule sollte ein maximales Magnetfeld bei geringer Leistungsauf-nahme erzeugen. Dazu muss sie im Frequenzbereih von 200 − 5000Hz betriebenwerden können.Der Wehselstromwiderstand einer Spule berehnet sih durh
U

I
= ωL (3.1)wobei ω die Kreisfrequenz der Spannung ist und die Induktivität L gegeben ist8



3 Entwiklung und Aufbau des Experimentesdurh
L = N2µ0µr

A

lHierbei stellt N die Windungszahl dar, µ0 = 4π∗10−7 V s
Am

die magnetishe Feldkon-stante, µr die magnetishe Permeabilität des Kerns der Spule, A die Quershnitts-�ähe des Kerns und l die Spulenlänge.Die magnetishe Flussdihte ist gegeben durh
B = µ0µrI

N

lwobei I der �ieÿende Strom ist.Für den zu maximierenden magnetishen Fluss gilt
Φ =

∫

A

~B · d ~A = B · Ada A eine ebene Flähe ist und ~B ⊥ ~A.Die direkt beein�ussbaren Parameter sind die Spannung U , die Windungszahl
N und die Abmessungen der Spule A und l. Mit (3.1) folgt für den magnetishenFluss

Φ = µ0µr

U

ωL

N

L
A = µ0µr

U · l

ωN2µ0µrA

N

l
A =

U

2πfNOptimal ist also eine hohe Spannung und eine geringe Windungszahl, die Ab-messungen der Spule sind dabei irrelevant. Bei geringen Induktivitäten ist derWehselstromwiderstand gering und der Strom somit hoh. Dies führt zu groÿenFeldstärken. Des Weiteren steigt der Strom und somit auh die Feldstärke ebenfallsproportional zu der angelegten Spannung an.Hohe Frequenzen erhöhen den Wehselstromwiderstand und führen so bei kon-stanter Spannung zu geringer werdenden Feldstärken. Eine Erhöhung der Span-nung mit der Frequenz ist also notwendig.Zur Ermittlung der nötigen Feldstärke wurde eine handelsüblihe Relaisspuleunter kurzzeitiger starker Überlastung getestet. Bei ausreihender Anregung derPlatten wurde die Spannung und die dazugehörige Frequenz ermittelt. Mit Hil-fe der gemessenen Induktivität wurde die Flussdihte zu 0, 38mT ermittelt. DerKernduhmesser der Spule betrug 4mm.9



3 Entwiklung und Aufbau des ExperimentesDie im Experiment verwendete Spule hat eine Induktivität von etwa 1, 6mH .Um bei minimaler Windungszahl den für den Verstärker nötigen Wehselstromwi-derstand (siehe unten) zu erreihen, und um die Vormagnetisierung für die Wir-belstromanregung zu realisieren, wurde ein Kern verwendet. Da die magnetishenPermeabilitäten von Eisen um mehr als eine Gröÿenordnung shwanken und Her-steller beinahe nie Angaben über die Permeabilitäten mahen, wurde der Kerneiner Relaisspule verwendet. Der Kerndurhmesser beträgt 6mm. Ein noh grö-ÿerer Kerndurhmesser würde zwar den Wehselstromwiderstand erhöhen, aberauh die Anregungs�ähe vergröÿern. Die Spulenlänge beträgt dabei 25mm. Umbei dem hohen Strom die Verluste durh den elektrishen Widerstand gering zuhalten und auh die Spule niht zu überhitzen, ist ein Drahtdurhmesser von 1mmnotwendig. Die Windungszahl beträgt ungefähr 210.Auswahl des VerstärkersDie notwendige kleinstmöglihe Windungszahl der Spule bedingt einen minimalenWehselstromwiderstand und somit quasi einen Kurzshluss. Nötig ist also einVerstärker, welher im Frequenzbereih von etwa 200Hz bis 5000Hz bei geringemAuÿenwiderstand die Spannung noh stabil hält.Ein Audioverstärker ist genau für diesen Einsatz optimiert. Moderne Lautspre-herboxen haben Wehselstromwiderstände bis zu minimal 4Ω. Im Gegensatz zueiner Spule haben diese aber einen relativ frequenzunabhängigen elektrishen Wi-derstand. Ein Audioverstärker muss also bei höheren Frequenzen entsprehendnahgeregelt werden. Da die Signalerzeugung über die Soundkarte eines PC er-folgt, kann dies durh eine frequenzabhängige Anhebung der Amplitude, mit Hilfeder Steuerungssoftware des Experimentes geshehen.Die Spule wurde so ausgelegt, dass sie bei 200Hz einen Widerstand von etwa
2Ω besitzt. Da Audioverstärker mittlerweile mit selbstrükstellenden Siherungenausgerüstet sind und die Spule aus oben genannten Gründen bei der Frequenzohnehin nur bei geringer Verstärkerleistung betrieben wird, kann mit so geringemWiderstand gearbeitet werden. Aus diesem Grund sind bei der Verstärkerleistung10



3 Entwiklung und Aufbau des Experimentesfür die hohen Frequenzen noh entsprehende Reserven vorhanden.Im Experiment erwies sih ein kleiner Audioverstärker mit 2x15W Sinusleis-tung als ausreihend. Um die frequenzabhängige Amplitudenregelung zu realisie-ren wurde eine Messreihe aufgenommen, die bei einer angeshlossenen Spule dieBelastbarkeit des Verstärkers in Abhängigkeit der Frequenz ermittelt. Die Mess-reihe wurde mit einem Polynom zweiten Grades angenähert. Daraus ermittelt dieSteuerungssoftware die maximal möglihe Amplitude um die Verstärkerleistungvollständig auszunutzen.Die Auslegung erreiht akzeptabele Ergebnisse bis 5000Hz. Bei einem deutlihleistungsfähigeren Verstärker und einer entsprehend ausgelegten Spule wären nohdeutlih höhere Frequenzen realisierbar. Jedoh widerspriht dies der Zielsetzungeines kleinen und portablen Versuhsaufbaus.
3.2 Die PlattenaufhängungDie Aufhängung der Platte ist von grundlegender Bedeutung für die Ausbildungvon Klang�guren. So ist durh eine starre Aufhängung bereits ein Knotenpunkt alsRandbedingung vorgegeben, welher meistens in der Mitte gewählt wird. Eine Zu-sätzlihe Randbedingung bei einer festen Vershraubung ist, dass die Platte in derAufhängung waagereht bleibt, was mathematish betrahtet nur in einem Shwin-gungsbauh (1. Ableitung = 0) vorkommt. Im Experiment verlaufen aber Knoten-linien immer durh den Aufhängungspunkt. Dieser zusätzlihen Randbedingungsheint somit durh lokale Verformungen der Platte entsprohen zu werden.Eine Ausnahme bilden mehanish angeregte Aufbauten, bei denen die mehani-she Anregung gleihzeitig als Aufhängung für die Platte dient. Hier ist die Rand-bedingung vorgegeben, dass der Aufhängungspunkt einen Shwingungsbauh dar-stellen muss. Das durhgeführte Experiment bestätigte dies.Optimal wäre eine Aufhängung, die keine zusätzlihe Randbedingung darstellt,also die Platte niht beein�usst. Dazu müssen die Kräfte, die durh das Shwingenauf die Platte wirken, deutlih kleiner sein als jene, welhe die Platte zum Shwin-11



3 Entwiklung und Aufbau des Experimentesgen anregen. Ein Shweben auf einem Luftkissen stellte eine solhe Möglihkeitdar, jedoh ist dies tehnish reht aufwendig.Eine Alternative stellt die Au�age auf weihe Spiralfedern dar. Hier wirken inRuhe nur geringe Kräfte, um das Gewiht der Platte zu tragen. Diese sind je-doh konstant und beein�ussen somit die Shwingung niht. Während die Platteshwingt werden die Spiralfedern mit der Shwingung der Platte gestrekt und ver-kürzt. Durh die sehr kleine Amplitude der Shwingung sind die dadurh entste-henden zusätzlihen Kräfte bei weihen Stahlfedern sehr gering und fallen ebenfallsniht ins Gewiht. Auh die zusätzlih zu beshleunigende Masse hat bei leihtenFedern keinen signi�kanten Ein�uss. Somit kann die Platte als frei betrahtet wer-den.Vergleihbare Bedingungen sind durh die Aufhängung an weihen Gummibän-dern zu erreihen. Diese Umsetzung stellte sih allerdings als aufwendiger heraus.Im Experiment �nden weihe Kugelshreiberfedern ihre Anwendung. Bei unter-shiedliher Positionierung der Federn ist kein Ein�uss auf die Platte zu erkennen.Die Eigenshwingung des Platte-Feder-Systems be�ndet sih im Bereih von we-nigen Hz, eine Beein�ussung ist also auh hier auszushlieÿen. Um ein Abknikender Federn zu vermeiden sind diese in einen Holzständer eingelassen.3.3 Die rihtige PlatteDie Form der Platte entsheidet über die möglihen Klang�guren, die darauf er-zeugt werden können. Darüberhinaus sind auh die Materialeigenshaften und dieStärke der Platte von entsheidender Bedeutung.3.3.1 MaterialeigenshaftenUntershiedlihe Plattenmaterialien wurden bei gleiher äuÿerer Abmessung (140 x210 x 0,7mm) im Experiment getestet. Dabei wurden ausshlieÿlih isotrope Plat-ten verwendet, die in jede Rihtung die gleihen Elastizitätseigenshaften haben.Orthotrope Platten, beispielsweise aus gewalztem Bleh, haben, aufgrund eines12



3 Entwiklung und Aufbau des Experimentesuntershiedlihen Elastizitätsmoduls in untershiedliher Rihtung, rihtungsab-hängige Wellengeshwindigkeiten. Die Beurteilung einer Klang�gur wird dadurhshwieriger.Die getesteten Materialien sind Stahl (bei magnetisher Anregung), Aluminium,Kupfer und drei vershiedene Bronzelegierungen mit untershiedlihem Zinngehalt,die freundliherweise durh die Wieland-Werke AG bereitgestellt wurden. Bronzewird häu�g im Instrumentenbau und für Gloken verwendet. Es zeihnet sih durheine sehr geringe Eigendämpfung aus.

Abbildung 3.5: Resonanzen bei untershiedlihen Eigendämpfungen des shwin-genden SystemsUm die Dämpfungseigenshaften der Platten zu ermitteln, wurden sie an un-tershiedlihen Stellen angeshlagen und die Shwingungsfrequenzen gemessen. ImVersuh zeigten sih die Stahlplatte und die Aluminiumplatte ähnlih geeignet.Aufgrund oben genannter Nahteile der magnetishen Anregung wurde diese je-doh verworfen. Die Bronzeplatten dagegen zeigten ein deutlih anderes Verhaltenals die Aluminiumplatte. Während die Aluminumplatte nah einem kurzen, dump-fen Ton nur noh mit der Grundfrequenz von 108, 5Hz klang und auh diese starkgedämpft wurde, war bei den Bronzeplatten noh über einige Sekunden ein je-weils eindeutiges Spektrum messbar. Dieses veränderte sih nur langsam durh die13



3 Entwiklung und Aufbau des Experimentesuntershiedlihe Dämpfung der vershiedenen Frequenzen.Der Versuh zeigt eine starke Dämpfung von Aluminium und eine deutlihshwähere von Bronze auf. Die geringe Dämpfung spiegelt sih in einer sehr ho-hen Shwingungsamplitude bei der Anregung mit einer Resonanzfrequenz wider.Bei einer nur geringfügig abweihenden Anregungsfrequenz tritt mit der Zeit einePhasenvershiebung zwishen shwingender Platte und Anregung auf. Eine Gegen-phase dämpft aktiv die Shwingung der Platte. Damit wird bei der Abweihungdie Resonanz unterbunden. Der Resonanzbereih ist also sehr shmal. Die Halb-wertsbreiten der Resonanzspitzen bei den Bronzeplatten sind kleiner als 1Hz.Die Resonanzen der Aluminiumplatte sind durh einen Frequenzsweep sehr vielshneller aufzu�nden, da Aluminium eine vielfah höhere Eigendämpfung besitztund damit �ahere, aber breitere Resonanzspitzen. Dabei reiht die Wirbelstro-manregung trotzdem problemlos aus um die Klang�guren zu erzeugen. Die guteelektrishe Leitfähigkeit von Aluminium sorgt dabei für eine relativ gute Kopplung.Aluminium eignet sih also gut für die Wirbelstromanregung. Bei der Bereh-nung der Resonanzen ist jedoh die durh die Dämpfung auftretende Resonanz-vershiebung zu geringeren Frequenzen zu beahten.3.3.2 Stärke und Gröÿe der PlattenEs wurden Aluminiumplatten untershiedliher Stärke und Gröÿe getestet. Dabeistellte sih heraus, dass eine gröÿere Platte kaum shlehter ist für die Klang�gu-ren als eine kleinere. Die Stärke der Platten hatte jedoh einen frequenzabhängigenEin�uÿ auf die Bildung von Chladni�guren. Die Stärken der getesteten Platten be-trug 1, 5mm, 1mm, 0, 75mm sowie Aluminiumfolie von 10µm. Dabei hatte die di-kere Platte bei geringen Frequenzen einen leihten Vorteil. Bei der dünnsten Plattebildeten sih bei hohen Frequenzen die Chladni�guren jedoh deutlih shneller.Eine noh dünnere Platte hätte allerdings eine zu geringe Stei�gkeit. Bei gröÿe-ren Platten erwies sih eine Stärke von 0, 75mm als optimal, bei kleineren Plattenreiht die Stei�gkeit auh bei geringerer Stärke aus. Jedoh �klappert� eine Platte,wenn sie zu leiht ist bei hohen Amplituden. Dazu müssten die Spiralfedern durh14



3 Entwiklung und Aufbau des Experimentesnoh weihere ersetzt werden. Um dies zu ermöglihen sind die Federn magnetishin den Stativen festgehalten.Aluminiumfolie lieÿ sih mit der verwendeten Leistung praktish niht anregen.Eine Realisierung von Membranen mit Aluminiumfolie oder aluminiumbeshih-teter Kunststo�folie würde folglih eine erheblih höhere Anregungsleistung erfor-dern.3.4 Das rihtige GranulatDas Granulat, mit dem die Figuren erzeugt werden sollen, muss durh die Plat-tenshwingung von den Shwingungsbäuhen verdrängt werden. Es wurden unter-shiedlihe Materialien getestet.Elektrostatish au�adbare oder durh Luftfeuhtigkeit klumpende Materialienhaften an der Platte und sind somit zu meiden.Leihte Materialien wie Gewürze hatten keinen Vorteil gegenüber shwererenwie Zuker oder Sand. O�enbar ist die Beshleunigung ausshlaggebend, welhedie Platte auf das Granulat ausübt. Diese ist annähernd unabhängig von der Masse.Sand bewegt sih shon bei etwa der halben Amplitude im Vergleih zu denmeisten anderen Materialien wie Zuker oder Pfe�er. Die Korngröÿe spielt dabeikeine Rolle. Keines der Materialien haftete an der Platte wie durh das Shrägstel-len derselben leiht zu prüfen ist. Die mikroskopishe Betrahtung zeigt, dass dieverwendeten Sandkörner, im Gegensatz zu den anderen verwendeten Materialien,annähernd rund sind. Die Plattenbewegung ermögliht durh die Bewegungen einAufshaukeln der Körner, auh wenn die Beshleunigung durh die Platte nohdeutlih unter der Erdbeshleunigung liegt. Die �aheren Körner der anderen Ma-terialien bleiben dagegen so lange stabil liegen bis sie durh die Beshleunigungvon der Platte abheben.Das annähernd runde Carrom-Pulver, welhes als Gleitmittel bei dem Brettspiel�Queen Carrom� eingesetzt wird, bewegt sih wie der Sand bereits bei geringerenAmplituden. Die Bewegung ist jedoh sehr langsam. Der Durhmesser der Partikel15



3 Entwiklung und Aufbau des Experimentesbeträgt lediglih ≤ 40µm. Dies führt dazu, dass niht die üblihe Bewegungsrih-tung zu den Knotenlinien überwiegt, sondern die Partikel durh Luftströmungenauf der Plattenober�ähe in die Nähe der Shwingungsbäuhe transportiert werden[7℄.Folglih sheint Chladni mit Sand eine optimale Wahl getro�en zu haben. Inder Literatur �ndet sih gelegentlih die Verwendung von Trokeneis (vor allemdurh Mary D. Waller). Aufgrund der aufwändigen Besha�ung und der ge-ringen Haltbarkeit �el für das Experiment die Wahl jedoh auf Sand. Dieser istgefärbt in Fahgeshäften für Bastlerbedarf erhältlih, wobei durh die Farbe dernötige Kontrast zur Platte ebenfalls gegeben ist.3.5 Steuerung des ExperimentesDer Frequenzbereih, in dem die Klang�guren zu beobahten sind, ist vollstän-dig im akustishen Bereih. Da für die Versorgung der Spule ein handelsübliherAudiovestärker verwendet werden kann, bietet es sih an, das Signal über einePC-Soundkarte zu erzeugen, über die heute fast jeder PC verfügt.Zur Messung der Plattenshwingung gibt es die Möglihkeit einer kapazitativenMessung. Wird eine kleine Leiterplatte in geringem Abstand unter einen Shwi-gungsbauh gehalten, so stellt dieses System einen Plattenkondensator dar. An-hand der messbaren Kapazität (3.6) läÿt sih der Abstand quantitativ ermitteln.Durh die Shwingung der Platte ändert sih die Kapazität des Plattenkondensa-tors und die Shwingung kann somit quantitativ vermessen werden.

Abbildung 3.6: Kapazitative Messung der Plattenauslenkung16



3 Entwiklung und Aufbau des ExperimentesFür das Experiment ist die tatsählihe quantitative Auslenkung jedoh weni-ger entsheidend. Interessant ist vielmehr die Shwingungsfrequenz. Diese kanndeutlih einfaher mit einem Mikrofon gemessen werden, da die shwingende Plat-te Shallwellen abstrahlt. Dieses akustishe Signal kann ebenfalls mit einem PCaufgenommen und analysiert werden.Zur Steuerung des Experimentes wurde eine Software entwikelt, welhe zumeinen ein Sinussignal erzeugt und zum anderen ein eingehendes Mikrofonsignalaufnimmt und analysiert.

Abbildung 3.7: Bedienungsober�ähe der SteuerungssoftwareDer Signalgenerator verfügt über einen Sweep, also einen automatishen Fre-quenzdurhlauf. Mit dem Sweep kann der gesamte Frequenzbereih durhlaufenwerden, um alle Resonanzen bei dem vorgegebenen Anregungsort aufzuspüren.Das aufgenommene Mikrofonsignal kann direkt graphish dargestellt und mitdem Ausgangssignal verglihen werden. Darüberhinaus wird das Signal Fourier-transformiert. Auf diese Weise können die einzelnen Frequenzen, aus denen dieShwingung zusammengesetzt ist, mit ihrer Intensität dargestellt werden. Ange-zeigt wird dies in einem weiteren Graphen.Um das Experiment auh zu Demonstrationszweken im gröÿeren Rahmen ver-wenden zu können, wurde in die Software eine Möglihkeit integriert, mit einer17



3 Entwiklung und Aufbau des Experimenteshandelsüblihen Webam ein Livebild darzustellen. Somit können in einem Klas-senzimmer oder Hörsaal per Beamer das Ausgangssignal, das Eingangssignal, dieFrequenzanalyse der Plattenshwingung und die Klang�gur selbst in Ehtzeit dar-gestellt werden.Die Software wurde darauf optimiert, dass es ohne lange Eingewöhnung möglihist, das Experiment zu steuern. Dennoh sind alle wihtigen Einstellmöglihkeitenvorhanden.Eine Vermessung der Klang�gur ist über die Videoaufzeihnung niht möglih,da Webams das Bild teilweise sehr stark verzerren. Der Kalibrierungsaufwanddafür wäre unverhältnismäÿig hoh. Die Aufzeihnung eines Koodinatensystemsdirekt auf die Ober�ähe der Platte oder die manuelle Vermessung stellt die bessereMöglihkeit dar die Figuren zu vermessen.3.6 Äuÿerer Aufbau

Abbildung 3.8: Der experimentelle Aufbau im BetriebszustandDas Experiment ist zur Geräushdämmung in einer dafür angefertigten Buhen-holzkiste untergebraht. Auf dem Boden wurde eine Stahlplatte eingesetzt. Auf18



3 Entwiklung und Aufbau des Experimentesdieser sind die Stative für die Federaufhängung, die Spule, sowie das Mikrofonzur Signalaufnahme mit Hilfe von Magnetfüÿen frei platzierbar. Die Magnetfüÿegewährleisten einen festen Stand. Teppihboden an den Wänden der Kiste sorgtfür eine zusätzlihe Geräushdämmung.Die Spule wird auf einem Stativ aus Messing platziert, welhes durh ein Ge-winde höhenverstellbar ist. Gehalten wird sie durh den eingefassten starken Dau-ermagnet, der zugleih zur Vormagnetisierung dient. Auf diese Weise bleibt dieSpule drehbar und das Stativ kann hohgeshraubt werden, ohne dass sih dieKabel dabei aufwikeln.Wenn die Platte leiht shräg liegt, rutsht der Sand bei der Anregung nahunten. Daher wurden, um das Experiment waagereht platzieren zu können, dreiGewinde in den Boden eingelassen. Shrauben, auf denen das Experiment steht,können so zur Justierung ein- oder ausgedreht werden. Zur Kontrolle dient eineDosenlibelle.Die vordere Wand der Kiste ist herausnehmbar. Damit kann ohne Unterbrehungdes Experimentes die Spule und das Mikrofon verrükt werden um es unter einemShwingungsbauh zu platzieren. Darüber hinaus wurden Kabeldurhführungen indie Seite der Kiste eingeklebt.In den Dekel ist eine durhsihtige Kunststo�sheibe eingefasst durh welhedie Klang�guren betrahtet werden können. Der Gri� dient niht nur zum Trans-port, sondern zugleih als Halterung für einen Stab, auf dem eine leihte WebCamfestgeklammert werden kann. Durh die seitlihe Befestigung des Stabes kann derDekel trotz der montierten Kamera geö�net werden.Wenn das Experiment platzsparend transportiert werden soll kann die auf demBoden durh Magnete gehaltene Stahlplatte herausgenommen werden. Dann müs-sen lediglih die Platten selbst, die Stahl-Grundplatte, sowie die Stative, die Spule,das Mikrofon und der Verstärker transportiert werden. Das dadurh erheblih redu-zierte Transportvolumen weist lediglih die Nahteile auf, dass die Shalldämpfung,sowie das Au�angen des herunterfallenden Sandes niht mehr gegeben sind.
19



4 Theoretishe Betrahtungshwingender Platten
Die mathematishe Beshreibung von shwingenden Platten stellt seit der Entde-kung der Klang�guren ein ungelöstes Problem dar. Nah über 150 Jahren derForshung wurden einige Lösungen zu Spezialfällen gefunden, jedoh sind Platten-shwingungen nah wie vor Gegenstand aktueller Forshung.Eine geshlossene Herleitung der Lösungen für die Kreisplatte und die Rehtek-platte ist im Rahmen dieser Arbeit siherlih niht möglih. Stattdessen sollen diegrundsätzlihen Problemstellungen diskutiert und die Lösungen kurz vorgestelltwerden. Für eine zusammenfassende Herleitung der theoretishen Erkenntnisse zuden Chladni�guren sei auf das Buh �Eigenshwingungen von Platten und Shalen�von W. S. Gontkewitsh [8℄ verwiesen.4.1 GrundlagenPlatten stellen elastishe, feste Körper dar, deren Dike h klein gegenüber ihrenanderen beiden Ausdehnungen a und b ist. Dabei ist die Mittel�ähe der Plattediejenige Ebene, die die Plattendike h halbiert. Die Belastungen der Platte be-shränken sih auf die Normale der Mittel�ähe, das heiÿt die Belastungen parallelzur Flähe der Platte sind Null. Die Platte wird als isomorph angenommen.Wellen können sih in Festkörpern longitudinal und transversal ausbreiten. Lon-gitudinale Wellen verändern die Geometrie der Platte nahezu niht. TransversaleWellen können dabei in der Ebene der Platte verlaufen oder senkreht dazu. Wenn20



4 Theoretishe Betrahtung shwingender Platten

Abbildung 4.1: longitudinale Welle Abbildung 4.2: transversale Wellesie in der Ebene der Platte verlaufen, verändert sih die Geometrie der Platte eben-falls niht. Transversale Wellen, die senkreht zur Mittelebene verlaufen, verändernhingegen die Geometrie der Platte erheblih und sind somit diejenigen, welhe fürdie Klang�guren verantwortlih sind. Die ebenen transversalen Wellen und dielongitudinalen Wellen können bei der Re�exion an der Auÿenkante der Platte in-einander umgewandelt werden, während die für die Klang�guren entsheidendenerhalten bleiben und lediglih durh innere Streuungen und Shallabstrahlung ge-dämpft werden. Die Wellengeshwindigkeit ist dabei von der Frequenz abhängig.[10℄Die Verformungen durh die Wellen lassen sih mit dem Hookeshen Gesetzbeshreiben. Mit Hilfe der klassishen Elastizitätstheorie kann anhand der Verfor-mungen die allgemeine Shwingungsgleihung in Form einer Di�erentialgleihung4. Grades angeben werden [4℄:
∂4w
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Hierbei liegt die Mittelebene in der x-y-Ebene, w ist die Vershiebung der Mit-telebene. ρ bezeihnet die Dihte, D die Plattenstei�gkeit und a die Länge derPlatte. ω = 2πf ist die Kreisfrequenz der Shwingung.21



4 Theoretishe Betrahtung shwingender Platten4.2 RandbedingungenDer Elastizitätstheorie zufolge treten in der Platte drei Gröÿen auf: das Biegungs-moment, das Shermoment und die Sherkraft. Bei dem starr eingespannten Randmuss die Durhbiegung w, sowie das Shermoment am Rand Null sein. Bei demstarr gestützten Rand ist die Durhbiegung und das Biegungsmoment gleih Null,Shermoment und Sherkraft addieren sih zur Rükhaltekraft.Im Experiment sind die Ränder der Platten frei. Demzufolge kann sih die Plattehier frei bewegen. Somit ist der Rand kräftefrei und die Summe aus Biegungsmo-ment, Shermoment und Sherkraft vershwinden am Rand c [4℄:
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= 0Geshlossene Lösungen für das Problem wurden bei den genannten Randbedin-gungen bisher nur für die kreisrunde, sowie für die rehtekige Platte gefunden.4.3 Die kreisrunde PlatteNah [4℄ ergibt sih für die kreisrunde Platte mit freien Rändern für die Shwingung
ω(ρ, θ) = {AJn(kρ) + BIn(kρ)} cos(nθ)mit A = 3+ν

8
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n(k) − In(k)}Dabei sind Jn und In Besselshe Funktionen, ν ist die Poissonshe Zahl undsomit eine Materialkonstante.Die Frequenzen sind also abhängig von ν und k und damit vom Material. Fürdie verwendeten Platten aus Aluminium ist ν ≈ 0, 331. Für ν = 0, 33 ergeben sihfolgende k-Werte für wenige Knotendurhmesser n und Knotenkreise s1nah Wikipedia.de, Zugri� 2.5.2007 22



4 Theoretishe Betrahtung shwingender Platten
s n=0 n=1 n=2 n=3 n=40 - - 2,292 3,497 4,651 3,014 4,630 5,937 7,274 8,552 6,209 7,737 9,16 10,55 11,953 9,370 10,91 12,41 13,86 15,24Die Radien der Knotenkreise ergben sih nah [4℄ aus der Beziehung
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]Die Klang�guren selbst sind damit unabhängig von Materialkonstanten. Es erge-ben sih für wenige Knotendurhmesser n und Knotenkreise s folgende relativeRadien
s n=0 n=1 n=2 n=3 n=41 0,680 0,781 0,822 0,847 0,8632 0,841 0,871 0,890 0,925 0,9260,391 0,497 0,562 0,605 0,6353 0,893 0,932 0,936 0,939 0,9430,591 0,643 0,678 0,704 0,7260,257 0,351 0,414 0,460 0,4984.4 Die rehtekige PlatteNah theoretishen und experimentellen Ergebnissen, unter anderem vonM. Wal-ler und B. Pavlik, gibt es bei rehtekigen, niht-quadratishen Platten nurKnotenlinien die parallel zu den Seitenlinien verlaufen.2Es gibt zahlreihe Näherungslösungen für die Rehtekplatte. Die bedeutensteist wohl die von Rayleigh-Ritz. Die Eigenfrequenzen einer Platte erhält mandanah aus der Formel
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m
(4.2)2Experimentell sieht man dennoh krummlinige Klang�uren. Für eine Erklärung siehe 4.523



4 Theoretishe Betrahtung shwingender Plattenmit
k2

n = π2λ; λ2 = G4
x +
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[νHxHy + (1 − ν)JxJy] (4.3)

m ist die Anzahl der zur y-Ahse, n der zur x-Ahse parallelen Knotenlinien. aund b sind die Kantenlängen der Platte. G, H und J sind von den Randbedin-gungen abhängig. Dabei kann jede Seitenkante untershiedlihe Randbedingungenbesitzen. Für den hier relevanten Fall der freien Platte gilt
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]Daraus errehnen sih folgende Werte:
m Gx Hx Jx n Gy Hy Jy0 0 0 0 0 0 0 01 0 0 1,216 1 0 0 1,2162 1,506 1,248 5,017 2 1,506 1,248 5,0173 2,5 4,658 11,025 3 2,500 4,658 11,0254 3,5 10,022 18,934 4 3,5 10,022 18,9345 4,5 17,385 28,844 5 4,5 17,385 28,8446 5,5 26.748 40,754 6 5,5 26.748 40,754Die Werte für x und y sind identish, da die Randbedingungen an den Seitenebenfalls identish sind. 24



4 Theoretishe Betrahtung shwingender Platten4.5 Krummlinige Klang�gurenObige Ergebnisse beruhen darauf, dass es nur geradlinige Knotenlinien gibt. ImExperiment treten jedoh gelegentlih auh krummlinige Knotenlinien auf. Diesist dadurh zu erklären, dass sih zwei gleihzeitig auftretende Klang�guren über-lagern.
Abbildung 4.3: Überlagerung zweier Klang�gurenIm Bild seien die positiven Auslenkungen shra�ert dargestellt, die negativenAuslenkungen dagegen weiÿ. Werden die beiden linken Abbildungen übereinandergelegt, so erkennt man Bereihe, welhe bei beiden Figuren positiv und negativausgelenkt sind. Des Weiteren sind Shnittpunkte der Knotenlinien zu erkennen.Diese sind in der überlagerten Figur ebenfalls Knotenpunkte.Die Bereihe, wo eine Figur eine positive Auslenkung hat, die andere eine ne-gative, sind in der Überlagerung doppelt shra�ert. Hier verläuft die endgültigeKnotenlinie irgendwo dazwishen.

Abbildung 4.4: Klang�guren bei untershiedliher Intensität der überlagerten Fi-gurenWo genau die Knotenlinie entlang läuft, ist niht direkt ersihtlih. Je nah In-tensität der beiden beteiligten Figuren können diese einen untershiedlihen Ver-lauf nehmen. Abbildung 4.4 zeigt die Extrema der Überlagerung und mögliheZwishenstufen.
25



5 Durhführung und Bewertungdes Experimentes
Im Experiment wurden untershiedlihe Aluminiumplatten verwendet. Daruntereine rehtekige Platte mit einer Abmessung von 140mm x 210mm und einer Dikevon 1, 0mm. Darüberhinaus wurden eine kreisrunde Platte mit einem Durhmes-ser von 230mm und einer Dike von 1, 5mm, sowie untershiedlihe krummlinigberandete Platten getestet. Im Folgenden sollen die erhaltenen Klang�guren mitder Theorie verglihen werden. Bei der Rektekplatte werden die Frequenzen mitden theoretishen Erwartungen verglihen, bei der kreisrunden Platte wurden dieKlang�guren vermessen und mit den theoretishen Erwartungen für Muster undFrequenz verglihen.
5.1 Die kreisrunde PlatteNah (4.1) gilt für die Frequenz f = ak2. Da die Materialeigenshaften niht be-kannt sind wird die Proportionalitätskonstante a anhand einer Messung bestimmt.Die Mode n = 4, s = 1, oder kurz 4 − 1, bei der ein Knotenkreis und vierKnotendurhmesser auftreten, liegt bei 1963Hz. Da k = 8, 55, folgt a = 26, 85.Damit ergibt sih mit der Tabelle in 4.3 folgende Frequenztabelle (Angaben in
Hz): 26



5 Durhführung und Bewertung des Experimentes
s n=0 n=1 n=2 n=3 n=40 - - 141 328 5801 244 576 947 1421 19632 1035 1607 2253 2989 38353 2358 3196 4136 5158 6237Gemessen wurden die Moden bei folgenden Frequenzen:
s n=0 n=1 n=2 n=3 n=40 - - - - 5811 239 546 945 1416 19632 1025 1600 2253 - -3 2337 - - - -Auÿerdem wurde die Mode 6−0 bei einer Frequenz von 1257Hz, die Mode 7−0bei einer Frequenz von 1648Hz und die Mode 8 − 0 bei 2168Hz gemessen.Bei den Messungen wurde der Frequenzbereih von 200Hz bis 2500Hz berük-sihtigt. Mit Ausnahme der Moden 0 − 1 und 1 − 1 ist die Abweihung von derTheorie geringer als 1%. Der gröÿere Fehler bei den kleinen Frequenzen könntean der Frequenzvershiebung durh die Dämpfung liegen. Die Frequenz der maxi-malen Anregung ist darüberhinaus niht genau zu bestimmen, da die Shwingungauh bei etwas höheren Frequenzen unverändert ist.Niht ausgeshlossen werden kann jedoh ein systematisher Fehler, da k mitHilfe einer Messung bestimmt wurde.Die relativen Radien der Knotenkreise wurden ebenfalls vermessen. Diese betru-gen:

s n=0 n=1 n=2 n=3 n=41 0,661 0,783 0,826 0,852 0,8612 0,835 0,870 0,887 - -0,391 0,478 0,565 - -3 0,896 - - - -0,591 - - - -0,251 - - - -27



5 Durhführung und Bewertung des ExperimentesDer Vergleih mit 4.3 zeigt, dass die Werte sehr gut mit der Theorie überein-stimmen.Die zu den Moden gehörenden Bilder sind im Anhang zu �nden.5.2 Die rehtekige PlatteBei der 1mm starken Aluminiumplatte wurden die folgenden Moden gemessen:Frequenz [Hz℄ Mode (m-n) k2
n ftheoretisch [Hz℄120 2-0 22,385 126255 2-1 47,883 269283 0-2 50,365 283318 krummlinig382 krummlinig479 3-1 87,991 494547 krummlinig681 4-0 120,903 679753 krummlinig824 krummlinig1122 5-0 199,859 11231175 4-2 (?) 216,475 12161241 krummlinig1364 krummlinig1525 0-4 272,031 15271567 1-4 (?) 284,188 15961657 krummlinig1679 6-0 298,556 16761730 krummlinig1812 6-1 (?) 322 18082100 3-4 373,881 2100
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5 Durhführung und Bewertung des Experimentes
m sind dabei die zur langen Kante a parallelen Knotenlinien, n die zur kurzenKante b parallelen. Die krummlinigen Moden sind niht eindeutig zuzuordnen.Bilder zu den Messungen sind im Anhang zu �nden.Die Werte für k2

n wurden anhand der Gleihung (4.3) bestimmt. Die Frequenzist durh (4.2) gegeben. Analog zur Berehnung der kreisrunden Platte wurdeder Proportionalitätsfaktor anhand der Messung bei 2100Hz zu 5,617 berehnet.Damit gilt also f = 5, 617k2
n.Die berehneten Frequenzen tre�en sehr gut auf die experimentell bestimmtenzu. Die Abweihung ist ab 500Hz kleiner als 0, 3%. Ähnlih wie bei der kreisrundenPlatte gibt es aber bei geringen Frequenzen experimentelle Abweihungen hin zukleineren Werten.Bei der ermittelten Mode 4−2 sheint es sih um eine andere Mode zu handeln,oder sie ist zumindest überlagert mit einer anderen.5.3 Krummlinig berandete PlattenEs wurden auh untershiedlihe krummlinig berandete Platten untersuht. Er-wartungsgemäÿ zeigten sih unregelmäÿige Knotenlinien. Exemplarish sind imAnhang Figuren auf einer 1
4
-Sinai-Platte1 und auf einer Platte in Stadion-Formangegeben.Die Bewegungsgleihung ist hier niht geshlossen integrierbar.

1Eine Rehtekplatte, an deren einer Eke ein Viertelkreis ausgespart ist.29



6 Anwendungen
Fast noh zu Lebzeiten Chladnis fanden seine Staub�guren durh seinen Freund,den Arzt und Physiker Felix Savart, eine Anwendung. 1830 versuhte er mitHilfe von Chladni�guren die Qualität von Geigendeken und -böden zu bestimmen.[6℄Nah wie vor werden Chladnishe Klang�guren teilweise dazu verwendet dieKlangeigenshaften von Musikinstrumenten zu untersuhen. Heute wird jedohhäu�g ein holographishes Verfahren angewandt um die Verformungen eines In-strumentes bei dem Bespielen zu vermessen.Die Ergebnisse der Plattentheorie �nden darüberhinaus Anwendung imMashinen-und Flugzeugbau, sowie in der Bauindustrie. Dennoh ist dies kein abgeshlossenesForshungsgebiet. Gerade in den letzten Jahrzehnten hat die Zahl der Verö�entli-hungen über die theoretishen Grundlagen bedeutend zugenommen. Während bisin die 60er Jahre hinein klassishe Untersuhungen von Platten- und Membran-shwingungen im Vordergrund standen, werden Knotenmuster heute unter ande-rem dafür verwendet, Wellenfelder wie Shallwellen in Räumen, Lihtfelder oderGezeitenwelle bis hin zu den in jüngster Zeit populär gewordenen �freak waves�zu untersuhen. Abgesehen von der klassishen nihtlinearen Dynamik erlaubt dieÄquivalenz zwishen der stationären Wellengleihung, der Helmholtz-Gleihungund der Shrödinger-Gleihung auh die Untersuhung von haotishen Syste-men in der Quantenphysik mit Hilfe von Plattenshwingungen. [2℄[13℄30



6 Anwendungen6.1 Das Beispiel der MusikIm Verlauf dieser Arbeit stellte sih die Frage nah der akustishen Qualität vonPlatten. Aufgrund der engen historishen Verknüpfung und der mit dem Experi-ment möglihen Untersuhungsmethoden sollen am Beispiel der Musik die Anwen-dungsmöglihkeiten näher aufgezeigt werden. Insbesondere wurden an der Geigesehr ausgiebige Versuhe unternommen, um alten, unübertro�enen Instrumentendas Geheimnis ihres Klanges zu entloken. Dabei kam man zu der Erkenntnis, dassdie Eigenshwingungen des Geigendekels und des Geigenbodens von grundlegen-der Bedeutung für den Klang einer Geige sind.6.1.1 Musikalisher WohlklangUm die Chladni�guren und die Plattentheorie in der Musik nutzen zu können, istzunähst der physikalishe Hintergrund des musikalishen Wohlklangs zu ergrün-den. Diese Frage ist noh lange niht abgeshlossen aufgeklärt, zumal zahlreiheE�ekte der Psyhoakustik eine eindeutige De�nition gar niht zulassen würden.[14℄ Grundsätzlih lassen sih aber einige Eigenshaften eines als angenehm emp-fundenen Tones aufzeigen.Bekanntermaÿen beinhaltet ein Ton eines Musikinstrumentes niht nur eineGrundfrequenz, sondern er ist aus unzähligen Frequenzen zusammengesetzt. Sokann eine einzelne Saite eines Instrumentes niht nur mit seiner Grundfrequenzshwingen, sondern alle harmonishen Shwingungen der Saite shwingen stets mituntershiedliher Intensität mit. Hinzu kommt, dass beispielsweise bei der Geigeder Resonator manhe Frequenzen verstärkt, andere abshwäht und zusätzlihnoh weitere Eigenshwingungen ausführt. Das Ergebnis ist der uns als typishersheinende Geigenton, welher darüberhinaus noh von der Umgebung sowie derRihtung, in der der Zuhörer steht, abhängt.Die Komplexität liegt auf der Hand. Dennoh ist es Geigenbauern, wie Stra-divari oder Guarneri, im 17. Jahrhundert gelungen Geigen zu bauen, die bisheute als unübertro�en gelten. 31



6 AnwendungenEntsheidend für den Höreindruk ist zunähst das Einshwingen eines Tones.Dies geshieht innerhalb von Bruhteilen einer Sekunde. Dabei wird das Instru-ment zunähst mit einem Shwingungsspektrum angeregt, wovon manhe Frequen-zen stark gedämpft, andere hingegen durh Resonanz verstärkt werden. Bei demKlavier ist dies der Anshlagton. Auh bei Cymbals oder bei Pauken ist der An-shlagton entsheidend. Dieser Prozess des Einshwingens ist von der Form desResonators oder des shwingfähigen Systems entsheidend abhängig.Der Einshwingvorgang ist shwer zu analysieren, da sih das Frequenzspektruminnerhalb von kürzester Zeit ständig ändert. Auf Grund dessen gibt es bisher nurwenige Untersuhungen zu diesem Vorgang. Dieser Einshwingvorgang ist, auhwenn er nur Bruhteile einer Sekunde andauert, dennoh oft für das menshliheOhr von groÿer Bedeutung um ein Instrument zu identi�zieren.Im Experiment wurden die Bronzeplatten angeshlagen und die Frequenzspek-tren gemessen.

Abbildung 6.1: Spektrum der Platte CuSn20 direkt nah dem AnshlagenRelativ gut untersuht sind hingegen die Ausshwingvorgänge sowie konstanteShwingungen wie bei der Geige. Hierbei bleibt das Frequenzspektrum über län-gere Zeit konstant. Die Verteilung der Frequenzen sowie die zeitlihe Veränderungdes Spektrums entsheidet darüber, ob der Ton als angenehm empfunden wirdoder niht. Die hier gewonnenen Erkenntnisse werden seit einigen Jahren genutztum in einem Synthesizer Klänge untershiedliher Instrumente realistish zu syn-thetisieren.Experimentell wurde das Klangspektrum der Bronzeplatten nah dem Anshla-gen beobahtet. Im Zeitbereih von einigen Sekunden änderte sih das Spektrum32



6 Anwendungendabei kaum.
Abbildung 6.2: Spektrum der Platte CuSn20 3 Sekunden nah dem AnshlagenÜbertragung auf Musikinstrumente

Abbildung 6.3: Chladni�gur der Mode 22 auf einer Kesselpauke, Quelle: [15℄Das am ehesten verstandene Instrument ist hier wohl die Kesselpauke. Bei demInstrument wird ein kreisrundes Fell gespannt und durh Anshlagen mit einemKlöppel in Shwingungen versetzt. Die Spannung des Fells kann dabei über einFuÿpedal variiert werden. Dies stellt eine Membran dar, welhe sih mit den ma-thematishen Methoden für die kreisrunde Platte beshreiben lässt.Als komplizierter erweist sih bereits ein Cymbal oder Beken. Durh die leihtgewölbte Form lässt sih das Instrument niht als Platte betrahten. Im Versuhzeigen sih Klang�guren, die bei Kreisplatten niht auftreten.Darüber hinaus zeigt der Versuh, dass mit Hilfe von Chladni�guren unter-shiedlihe Moden des Instrumentes bestimmt und die entsprehende Frequenz33



6 Anwendungen

Abbildung 6.4: Chladni�gur bei etwa 1200Hz auf einem Cymbaldazu ermittelt werden kann. Mit Hilfe des entwikelten Aufbaues zur Erzeugungvon Chladni�guren kann das Instrument bei einer bestimmten Mode in Shwin-gungen versetzt werden. Es ist dann möglih, die Dämpfung bei dieser Mode zumessen.Gute Cymbals zeihnen sih durh eine hohe Anzahl von Obertönen und durheinen langen Sustain1 aus. Die Anzahl und Verteilung der Obertöne hängt nen-nenswert von der Form des shwingenden Körpers ab. Der Sustain dagegen hängtstark von dem verwendeten Material ab.6.1.2 Die Verteilung der ObertöneIm Geigenbau hat C. M. Huthins ausgiebige Untersuhungen zu dem Themaangestellt, wie mit Hilfe von Chladni�guren die Klangeigenshaft einer Geige be-stimmt werden kann. Sie erlernte sogar eigens zu diesem Zwek das Handwerk desGeigenbaus [16℄. Sehr entsheidend im Geigenbau sind demnah die akustishenModen des Bodens und des Dekels der Geige. Die Geigenböden und -dekel sinddabei keineswegs isotrop. Die Maserung des Holzes, die verwendete Holzart undüber die Flähe variierende Diken beein�ussen das Klangverhalten der Plattenstark.Ein Geigenbauer fertigt den Boden und den Dekel indem er mit den Fingern1�Sustain� bezeihnet die Dauer eines Ausklingvorganges eines Musikinstrumentes.34



6 Anwendungenimmer wieder die Biegestei�gkeit in untershiedlihe Rihtungen testet, und durhdas Anklopfen der Platte an untershiedlihen Stellen dessen Klang prüft. Durhseine jahrelange Erfahrung ermittelt er mit dieser Methode, wo er noh Materialentfernen muss.
Abbildung 6.5: Moden 2 und 5 eines guten GeigenbodensDie Untersuhung von untershiedlihen, auh sehr guten, Instrumenten zeigt,dass die durh den Geigenbauer geprüften Elastizitäten entsheidend die Frequenzund die Form der einzelnen Moden beein�usst. Es sollten sih bei bestimmtenFrequenzen bestimmte Klang�guren zeigen. Der Boden ist dabei etwas frequenz-vershoben gegenüber dem Dekel.Bei der zusammengebauten Geige sind die Shwingungssysteme Boden und De-kel über die Wände und den Stimmstok gekoppelt. Dadurh, sowie durh weitereauftretende Resonanzen der Geige, treten eine enorme Vielzahl an Eigenshwingun-gen auf. Dabei sind niht nur die Frequenzen, sondern auh deren Phasenbeziehungentsheidend. Jahrhundertelange praktishe Erfahrungen haben nunmehr Instru-mente hervorgebraht, die in ihrer geshlossenen Form kaum mehr im Einzelnenverstanden sind. Dabei ist der Frequenzverlauf keineswegs linear.Als Beispiel ist unten der Frequenzgang eines berühmten Instrumentes vonGuarneri dargestellt. Wie dieser Frequenzgang im Einzelnen aussehen sollte istdabei eine musikalishe und psyhoakustishe Frage.6.1.3 Die zeitlihe Veränderung des SpektrumsWährend die Verteilung der Resonanzen vor allem eine Frage der Form des shwin-genden Körpers und der Anregung ist, wie im oben genannten Beispiel der Geigen-35



6 Anwendungen

Abbildung 6.6: Frequenzgang einer guten Geige, Quelle: [16℄kasten, so wird bei abklingenden Instrumenten, wie dem Klavier oder dem Cymbal,die zeitlihe Veränderung des Klangspektrums zusätzlih durh die Dämpfung be-stimmt.Die Dämpfung ist insbesondere von dem verwendeten Material abhängig. Diein der Shwingung gespeiherte Energie, in Form von Spannungen und kinetisherEnergie, wird zum Teil als Shall abgestrahlt. Der Rest geht in Form von Wärmeverloren. Die konstruktionsbedingte Ableitung der Shwingung in andere Teile desInstrumentes wird dabei vernahlässigt.Dieser Energieverlust kann mit Hilfe des entwikelten Experimentes bestimmtwerden. Hierzu wurden zunähst die untershiedlihen Platten angeshlagen undder Verlauf des Spektrums beobahtet. Bei der Aluminiumplatte und der Stahlplat-te dominierte bereits nah einer Sekunde deutlih die Grundfrequenz der Platte.Alle anderen Frequenzen wurden sofort gedämpft. Der Klang der Platten ist dabeisehr dumpf. Die Bronzeplatten veränderten das Klangspektrum nah dem anfäng-lihen Einshwingen nur langsam. Untershiede im Ausklingen waren dabei kaumfeststellbar.In einem weiteren Versuh wurden die Bronzeplatten bei untershiedlihen Fre-quenzen zum Shwingen gebraht. Da die Eigendämpfung exponentiell von derAmplitude abhängt sind die Halbwertszeiten eine aussagekräftige Gröÿe für dieDämpfung. Dabei hatte die Platte mit einem Zinngehalt von 8% eine Halbwerts-36



6 Anwendungenzeit von etwa 1, 5s, frequenzunabhängig bis etwa 1000Hz. Bei höheren Frequenzenstieg die Dämpfung stark an. Die Platten mit einem Zinngehalt von 15% und 20%hatten bis etwa 1300Hz eine Halbwertszeit von 2s. Bei höheren Frequenzen stiegauh hier die Dämpfung, jedoh niht so stark wie bei der zinnarmen Platte. Beieiner Optimierung des Aufbaus könnte eine genauere Aussage über die Platten-qualitäten getro�en werden.Kirhengloken sind Instrumente, welhe ebenfalls eine minimale Eigendämp-fung haben sollten. Im Laufe der Jahrhunderte wurde die Erfahrung gemaht,dass der optimale Zinngehalt der Glokenbronze bei 22% liegt. Diese Erfahrungwurde durh die vorliegenden Beobahtungen an den Platten bestätigt[16℄.
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7 Zusammenfassung derErgebnisseAus den untershiedlihen möglihen Anregungsmöglihkeiten einer Platte hat sihbei der gegebenen Zielsetzung die Wirbelstromanregung als die am besten geeigne-te erwiesen. Die Platte wurde dabei auf Spiralfedern gelegt, um zusätzlihe Rand-bedingungen und damit Verfälshungen der Ergebnisse zu vermeiden. Eine hoheMaterialdämpfung der Platte stellte sih als vorteilhaft heraus, da diese durh diebreiteren Resonanzen diese leihter aufzuspüren sind.Die Steuerung des Experimentes erfolgt über die Soundkarte eines PC. Eine fürdas Experiment entwikelte Software wird dabei sowohl als Signalgenerator, alsauh zur Analyse der Plattenshwingung eingesetzt.Für die im Experiment verwendeten Platten und die relevanten Randbedingun-gen wurden die wihtigsten Grundlagen aus der Plattentheorie aufgezeigt und dieFrequenzen und Klang�guren berehnet. Geshlossene Lösungen gibt es dabei nurfür die kreisrunde und die rehtekige Platte.Die berehneten Werte wurden im Folgenden experimentell ermittelt. Dabei zeig-te sih, dass die Abweihung von Theorie und Praxis im Bereih der Messunge-nauigkeiten liegt. Für höhere Frequenzen ist die Abweihung kleiner als 1%, beigeringeren Frequenzen war der Fehler etwas gröÿer.Die vielseitigen Anwendungen der Plattenshwingungen wurden abshlieÿenddargestellt. Historih betrahtet �nden die Chladnishen Klang�guren dabei ihreAnwendung in der Untersuhung des Klangverhaltens von Musikinstrumenten.
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7 Zusammenfassung der ErgebnisseAn diesem Beispiel wurden die Anwendungsverfahren näher beshrieben und dieRelevanz des Experimentes gezeigt.
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A Bilder der Chladni�guren
A.1 Die kreisrunde Platte

Abbildung A.1: Mode 0-1, 239Hz Abbildung A.2: Mode 1-1, 546HzBei der Mode 1-1 ist die Klang�gur niht sharf, da sih die Knotendurhmesserdrehen. Dies wurde durh Berührung mit dem Finger bei anderen Figuren unter-bunden. Bei vielen Knotendurhmessern ist dies niht nötig, da durh den kleinenShwingungsbauh das Knotenmuster bereits durh die Anregung �xiert wird.

Abbildung A.3: Mode 4-0, 581Hz Abbildung A.4: Mode 2-1, 945Hz
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A Bilder der Chladni�guren

Abbildung A.5: Mode 0-2, 1023Hz Abbildung A.6: Mode 6-0, 1257Hz

Abbildung A.7: Mode 3-1, 1416Hz Abbildung A.8: Mode 1-2, 1600Hz

Abbildung A.9: Mode 7-0, 1648Hz Abbildung A.10: Mode 4-1, 1963Hz
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A Bilder der Chladni�guren

Abbildung A.11: Mode 8-0, 2168Hz Abbildung A.12: Mode 2-2, 2253Hz

Abbildung A.13: Mode 0-3, 2337Hz
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A Bilder der Chladni�gurenA.2 Die rehtekige Platte

Abbildung A.14: Mode 2-0, 120Hz Abbildung A.15: Mode 2-1, 255Hz

Abbildung A.16: Mode 0-2, 283Hz Abbildung A.17: krummlinig, 318Hz
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A Bilder der Chladni�guren

Abbildung A.18: krummlinig, 382Hz Abbildung A.19: Mode 3-1, 497Hz

Abbildung A.20: Krummlinig, 547Hz Abbildung A.21: Mode 4-0, 681Hz

Abbildung A.22: krummlinig, 753Hz Abbildung A.23: krummlinig, 824Hz
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A Bilder der Chladni�guren

Abbildung A.24: Mode 5-0, 1122Hz Abbildung A.25: Mode 4-2(?), 1175Hz

Abbildung A.26: krummlinig, 1241Hz Abbildung A.27: krummlinig, 1364Hz

Abbildung A.28: Mode 0-4, 1525Hz Abbildung A.29: Mode 1-4(?), 1567Hz
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A Bilder der Chladni�guren

Abbildung A.30: krummlinig, 1657Hz Abbildung A.31: Mode 6-0, 1679Hz

Abbildung A.32: krummlinig, 1730Hz Abbildung A.33: Mode 6-1, 1812Hz

Abbildung A.34: Mode 3-4, 2100Hz
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A Bilder der Chladni�gurenA.3 Krummlinig berandete Platten

Abbildung A.35: Stadion-Platte Abbildung A.36: Stadion-Platte

Abbildung A.37: Sinai-Platte Abbildung A.38: Sinai-Platte

Abbildung A.39: Sinai-Platte
47
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